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付録１ 人には聞けない線形代数の基礎 
 

大和田拓 

京都大学大学院工学研究科航空宇宙工学専攻 

 

はじめの言葉 

 

線形代数は大学の初年度に習う数学の基礎科目の１つだから易しいはずである．

確かに大学では，行列式，逆行列，そして固有値の計算ができる人が毎年量産

されている．大学の数学教育の輝かしい成果に水を差すようで恐縮だが，線形

代数の単位を取得したばかりの人に，例えば  の次元が である理由を聞いて，

高い正答率が期待できるだろうか？連立一次方程式が解る人ならその答えは当

たり前のはずなのだが． 

 

当たり前には，説明が十分可能なものと，誰もその理由を答えることができな

いものがある．当たり前で済ませたツケが早い段階で回ってくるものと，なか

なか回ってこないものという分類の仕方もあろう．線形代数における当たり前

は上記いずれの分類でも前者に属し，例えば光の二重性のような物理学におけ

る深遠な当たり前はいずれにおいても後者に属するだろう．線形代数における

当たり前を本物の当たり前にすることは理系の人にとって実利に適うが，その

作業は決して楽ではない．証明しようとして思わず手が止まってしまったり，

ある基礎事項から導かれた定理を使ってその基礎事項を証明したつもりになる

のはよくあることだ．しかしなんといっても線形代数は解ってないのに解った

つもりになりやすく，そうならないようするのが最も難しい． 

  

この付録は理工系の科目や経済学を勉強する人なら誰でも知っておくべき線形

代数の基礎の基礎を納得してもらうための補助教材である．実ユークリッド空

間のベクトルを対象にし，行列積，線形独立，そして標準基底という初歩の初

歩の知識を出発点とするので，その内容はとても人には聞けないものばかりだ．

その代わり定理・証明の無機質な羅列ではなく，冗長となるのを覚悟の上でし

つこい説明を心がけた．従ってこの付録では，「明らか」，「自明」，「容易だから

省略」という数学が得意な人が好む便利な呪文を一切聞くことはない．もちろ

ん読者に証明等を任せるところもあるが，これはあくまで教育的な配慮からで

ある．浅学非才の筆者が書いたこの付録が，もし線形代数に対して後ろめたい

気持ちを抱く読者のお役に立つのであれば，それは存外の喜びである． 
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Lesson 1 行列積 

 

第一回目の Lessonでは，行列同士の掛算，行列積，について確認する．ウォー

ミングアップのつもりで読んでほしい． 

  

 を 行 列の行列とする． 

 

   

       
   
       

   

 

 の左側からは 行 列の行列 を掛けることができる．その結果，     は 行

 列の行列となる．これは 行 列× 行 列＝ 行 列のように覚えた読者も多い

だろう．  の右側からは 行 列の行列 を掛けることができる．     は 行 

列× 行 列＝ 行 列の行列である． 

 

 ， ， ， の 行 列の成分を の成分と同様にそれぞれ   ，   ，   ，   と表

すと，行列    および    の成分は次式で定義される． 

             

 

   

                      

 

   

   

 

上の行列の成分の定義より，行列積の線形性 

 

                                   

 

が従う1．また結合則           も二重総和の順序を入れ替えることで示せ

る．行列積の計算プログラムを書くには上の定義で十分であるが，線形代数を

見通しよく理解するには，このような機械的で無機質な定義の他に，行ベクト

ルや列ベクトルに対する操作として行列積を捉えることが必要になる． 

 

行列 は 個の列ベクトルの並びと見なすことができる．すなわち 

                

                                                   
1      は行列で， および はスカラーである．行列のスカラー倍や行列の和等の細かい定

義は省略したが，誤解は生じないであろう． 
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ここに      

   
 
   

  である         ． 

 

(i) 行列積    は 

 

                                                                            

 

と表すことができる．つまり の左側から行列 を掛けることは， の各列ベクト

ルに行列 を左から掛けるのと同じである． 

 

例 1    
   
   

 ，   
  
  
  

 とすると，    
  
   

 であるが，これは  
 
 
 
   

 
  
 と

  
 
 
 
   

 
 
 を並べたものである． 

 

(ii) 行列積    の各列ベクトルは の列ベクトルの線形結合で表される．すな

わち， 

           
   

 

   

      
   

 

   

                                           

 

例 2      

  
 
  
 とすると，       

         
     

例 3    
      
  
      

 とすると，         
          

        
          

      

 

行列 は 個の行ベクトルの並びと見なすこともできる． 

 

   
     

 
     

   

 

ここに                            ．    の各行ベクトルは の行ベクトル

の線形結合で表される．すなわち 
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例 4            とすると，  

       
          

     

 

例 5    
       
       

 とすると，  

    
     

           
   

     
           

   
   

 

(iv)   は 

    
      
 

      

                                                              

 

と表せる．すなわち の右側から行列 を掛けることは， の各行ベクトルに行

列 を右から掛けることと同じ．  

 

例６    
   
   

 ，   
  
  
  

 とすると，    
   
  

 であるが，これは 

            と           を縦に並べたものである． 

 

なお，行列積の転置のよく知られた公式 

 

            

 

は式(1－2)および(1－3)より得られる．確認は読者に任せる． 
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Lesson 2 線形独立と線形従属 

 

ベクトル               の線形結合がゼロベクトルになるのは，その係数が全

てゼロの場合に限られるとき，すなわち 

 

   
       

         
                      

 

これらのベクトルを線形独立(あるいは一次独立)という．線形独立なベクトルに

はゼロベクトルが含まれないことに注意しよう(ゼロベクトルにどんな数を掛け

てもゼロベクトルだから)． 

 

ベクトル              が線形独立でないとき，これらのベクトルを線形従属

（あるいは一次従属）という．すなわち線形従属なベクトル              に

対し 

 

   
       

         
       

 

を満たすゼロベクトルでない係数ベクトル             が必ず存在する．

               が線形従属なら，     なる添え字 に対するベクトル 
   は 

 

      
 

  
    

           
           

           
                        

 

のように，自分以外のベクトル          の線形結合によって表される（      

もこの場合に含まれる）． 

  

以下の当たり前の事実の確認は読者に任せる． 

 

(i) 線形独立なベクトル              から選ばれた 個       のベクトルも線形独

立である．(背理法で考えよ) 

 

(ii)               が線形従属の場合には，選ばれた 個のベクトルは線形従属(あるいは

線形独立)とは限らない．(実例を挙げよ) 

 

(iii)                の中に少なくとも一つはゼロベクトルでないものがあれば，これらの

ベクトルには線形独立なベクトルが必ず含まれる．(最も簡単な場合は？) 
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Lesson 3 部分空間，張る空間(線形包) 

 

おことわり 

  の元の和や定数倍の定義および  が線形空間(ベクトル空間)であること(つ

まり交換則や結合則，零元や逆元の存在といった公理を満たすこと)の確認はこ

の付録では省略する． 

 

定義   の部分空間 

  の部分集合 が  の線形演算に対して閉じているならば， を  の部分空間

と呼ぶ．すなわち任意の     ，任意の     に対して，       が成り

立つ．  

 

例 1：直線     上の点の位置ベクトルの集合は  の部分空間． 

 

例 2：平面       上の点の位置ベクトルの集合は  の部分空間． 

 

例３(反例)：平面       上の点の位置ベクトルの集合は  の部分空間ではない． 

 

定義 張る空間（線形包） 

  のベクトル              の線形結合によって生成されるベクトルの集合は

  の部分空間である．これは              が線形独立であろうがなかろうが

関係ない(確認は読者に任せる)．この部分空間を              の張る空間，あ

るいは              の線形包と呼び，この付録では                  ある

いは                 と表すことにする． 

 

                  に関する 2つの性質を紹介しよう．  

  

(i)               は線形独立で                     とすると， と

              は線形独立である． 

 

  背理法で証明する． と              が線形従属とすると， 

       
         

       

を満たす   成分の係数ベクトル           が存在する．    ならば

                    に矛盾するから    ．すると 

   
         

                   

となって              が線形独立であることに矛盾する．  
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(ii)               の中で少なくとも一つはゼロベクトルではないとする． 

              に含まれる線形独立なベクトルの最大個数を     とし， 個の

線形独立なベクトルを               とすると 

 

                                                                    

 

  二つの空間 と が等しいとは， の任意の要素が にも属し， の任意の要素が にも属

するという２点を満たすことである．式(３－１)を言うには 

                                                                      

および 

                                                                     

を示せばよい．条件より              から               を除いた   個のベクトルは

それぞれ               の線形結合で表される．そうでなければ線形独立なベクトルの個

数が よりも大きくなるからである(上の性質(i))．ベクトル              の線形結合で表

される任意のベクトル は，               の線形結合とそれ以外のベクトルの線形結合

の和で表されるが，後者は               の線形結合で表されるから，式(３－２)が成り

立つ．一方               の線形結合は              の線形結合でもある．よって式(３

－３)が成り立つ． 

 

線形代数の落とし穴 

読者はここまで順調に読み進んできたと思うので，そろそろ線形代数の落とし

穴のお話をしてもよい頃合いだろう．読者がもし上の(i)および(ii)の説明を読ん

で本当によく分かったと思うなら筆者はとても愉しい．しかしそれは筆者の拙

い説明でもよく分かってもらったからではない． 

 

線形代数に限らず数学の表現は簡潔さを良しとするので，定理はさらっとした

文章で記述される．しかしその内容を額面通りに受け取れば，京都で「ぶぶ漬

けどないです」と言われて安心して居座り続ける無粋な客と同じになってしま

う．さらっとした所こそ，むしろ「ほんまかいな？」と疑う癖をつけてほしい．

Aならば Bという形式で定理等は記述されるが，その証明では Aが実現するか

どうかには言及しない．もちろん「Einsteinが宇宙人ならば」といった実現不

可能な条件にならないように，定理を作る側は条件の設定に細心の注意を払う

(背理法のように実現性のない条件をわざと設定する場合もある)．しかしそれを

学ぶ側は定理の証明には注意を払っても，その条件の設定(実現性)に関しては概

して無頓着である． 
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それでは上の                  に関する 2つの性質に対する説明を疑いなが

ら読み返してみよう．「(i)の条件                    を満たすベクトル は

本当にあるか？」と自問自答し，「              が線形従属な場合，あるいは

線形独立でも   なら有り得る」と答えることができる読者なら，さらに突っ

込んで「              が線形独立なら，   の場合は何故有り得ないのか？」

と自問しなければならない．しかしこれは Lesson 4の内容だからこの付録では

まだ説明していない．だからよく解ったと感じた読者の多くはよく解ったつも

りになっただけなのだ．「              に含まれる線形独立なベクトルの最大

個数を とし」は，扱うベクトルが有限個ということで，最大個数は確かにある

と納得できるだろう．しかしこれに続く「 個の線形独立なベクトルを

               とする」には「具体的に               をどうやって決めるの

か？」，「その個数 が最大個数であることをどうやって確かめるのか？」といっ

た疑問が自然に浮かぶはずだ． 

 

最大個数の線形独立なベクトルの求め方として，誰でも思いつくのが次のアル

ゴリズムだ． 

 

1)               の中で，ゼロベクトルでないものを１つ探す．見つけたそれを    とす

ると，    として， 
    を 個のベクトル              のリスト(元リストと呼ぶことに

する）から別のリスト(新リストと呼ぶことにする)に移す． 

 

上の操作終了時には，元リストには   個のベクトルがあり，新リストには     のベクト

ルがある．今，元リストには   個のベクトルがあり，新リストには               のベ

クトルがあるとしよう．以下の操作を元リストの要素がなくなるか，途中で終了するまで

繰り返す． 

 

2)元リストの   個のベクトルの中で               の線形結合(係数はゼロを含む)で表

されないものを 1つ探し，なければ   として終了し，見つければそれを    とし，      

として       を元リストから新リストに移す． 

 

しかし上の説明は駄目である．このアルゴリズムによって， 個のベクトルが 個

の線形独立なベクトル               とそれらの線形結合で表される   個

のベクトルに分けられるのは確かだ．これで求まったベクトル               

が本当に最大個数の場合の線形独立なベクトルかどうかは定かではない．つま

り別の方法で より大きい個数の線形独立なベクトルが見つかる可能性が残っ

ている．その可能性がないことは Lesson 6でようやく示される．さらに上の手
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順 2)で   個のベクトルの中で               の線形結合(係数はゼロを含

む)で表されないものを具体的にどうやって見つけるのかがはっきりしない．ベ

クトルの線形独立性の判定方法は Lesson 8 と Lesson11で紹介する予定だ．上

のアルゴリズムで納得した人は，Lesson 6の内容をすでに自家薬籠中の物にし，

さらに線形独立性の判定法も熟知しているか，あるいは単にものわかりが良す

ぎるかのいずれかである． 

  

筆者が何が言いたいか，ものわかりの良い読者なら，もうお分かりだろう．線

形代数は確かに行列やベクトルという有限で具体的なものを扱うが，その性質

を議論する際には抽象的にならざるを得ない．抽象論は少しでも曖昧さがある

とたちまち崩壊してしまうので，論理の石橋は叩いて叩きすぎることはない．

むしろものわかりが悪くないと，線形代数を解るようにはならないと思うほう

が正解だ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



10 

 

Lesson 4   の基底，次元 

 

この付録では先に述べたように  が線形空間であることの確認はしない．その

代わり  の次元が という当たり前のことをしつこく説明する．この付録の中

で数少ない難しいところの 1つだ．読者の中にはくどいから読み飛ばそうと思

う人も出てくるかもしれない．しかし筆者の苦い経験から言うと，ここを当た

り前にするから線形代数が解ったようで解らなくなるのである． 

 

これまでの Lessonでは，行列積および，線形独立という二つの基本的な事項を

説明した．ここではさらにこの付録のもう一つの柱となる命題を示す． 

 

命題 0 

  の任意の元は 個の基本ベクトル 

 

      

 
 
 
 

        

 
 
 
 

          

 
 
 
 

     

 

の線形結合で表せる．すなわち                    ．さらにこれら 個の基

本ベクトルは線形独立である．これが任意の自然数 に対して成り立つ．2 

 

証明は読者に任せる．この命題を本物の当たり前にしてほしい．命題 0がこの

Lessonにおける議論の命綱になるからだ．以下の命題や定理は，  の 個の線

形独立なベクトルの性質に関するものであるが，その存在を保証するのが命題 0

である(  の 個の線形独立なベクトルとして，少なくとも基本ベクトルがある)．

基本ベクトルなら成り立つのが当たり前の命題や定理だが，「もし  に基本ベク

トル以外の 個の線形独立なベクトルがあっても同じことが言えますよ」という

内容になっている．そして最後に「ほらっ，確かに基本ベクトル以外にも沢山

あることが解るでしょう」という落ちがつく．もちろん，各基本ベクトルを定

数倍してできる特殊なものだけではない．このことを念頭に置いて読み進めて

ほしい． 

 

命題１ 

  の基本ベクトル           は 個の線形独立なベクトルの線形結合で表せる． 

 

                                                   
2    の場合，        ． 
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基本ベクトルが基本ベクトルの線形結合で表されることには疑問の余地はない．

本物の当たり前だ．命題 1が言わんとするのは「もし基本ベクトル以外に 個の

線形独立なベクトルがあるとしても，同じことが言えますよ」ということなの

だ．命題１の証明は後に回すが，これを認めると次の二つが言える． 

 

(i)            を  における 個の線形独立なベクトルとすると， 

 

                      

 

（           が基本ベクトルなら，(i)は命題０から従う．だから当たり前だ．

基本ベクトル以外に 個の線形独立なベクトルがあるとしても(i)が成り立つと

言いたいのである．） 

 

  命題０より  の任意のベクトルは基本ベクトル           の線形結合で表される．さら

に命題１より           はそれぞれ 個の線形独立なベクトル           の線形結合で表

される．従って  の任意の要素は           の線形結合で表される．その逆は当たり前だ

が，  が線形空間(線形演算に対して閉じていること)であることから従う．  

 

(ii)   における線形独立なベクトルの最大個数は である． 

 

   には基本ベクトルの個数 より大きい個数の線形独立なベクトルが存在しないことを

示せばよい．数学には悪魔の証明はなく背理法が使える．  に   個の線形独立なベクト

ル             があるとすれば，この中の 個，例えば           ，は線形独立だから

(Lesson 2 (i))，上の(i)より  を張る．すると残りの      も           の線形結合で表さ

れることになる．これは             が線形独立であることに矛盾する．  

 

以上をまとめると 

 

定理１ 

  における線形独立なベクトルの最大個数は であり，  の 個の線形独立な

ベクトルは  を張る． 

 

（  には   個以上の線形独立なベクトルはなく，基本ベクトル以外に 個の

線形独立なベクトルの組があっても，そのベクトルは  を張る．） 

 

   の場合は命題 1および定理１は成り立つ(確認は読者に任せる)．命題１が
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   に対して成り立てば，定理１も   に対して成り立つ．これは上の(i)お

よび(ii)で示した通りだ．そこで   のとき定理１が成り立つと仮定して

     に対して命題 1が成り立つことが示せれば，定理１および命題 1が任

意の自然数 に対して成り立つことになる(帰納法)．この戦略のために次の補題

を用意する． 

 

補題１ 

              は線形独立とする．                      ならば，

           の第一成分を取り除いてできるベクトル                  も線形

独立である． 

 

（基本ベクトルで    以外のものを              とすれば，補題１は確かに

成り立つ．    以外の基本ベクトルで第一成分を取り去ったものは    の基本ベ

クトルになるからだ．              の線形独立なベクトルとしてこれ以外の

場合があるとしても，補題 1が成り立つと言いたいのである．） 

 

補題 1の証明は以下の通りである． 

 

               が線形従属とすると，    
          

     を満たす係数ベクトル

           が存在する．これは   
         

      の第一成分以外がすべてゼロで

あることを示している．もしその第一成分がゼロならば   
         

     となって

           が線形独立であることに反する．従って第一成分はゼロではない．第一成分を

を     とすれば， 

            
             

     

すなわち                      となり矛盾．   

 

    を              へ，                  を           の第 成分を取り除

いてできるベクトルへと変更しても，補題 1が成り立つことに注意しよう． 

 

定理１(   ) 命題 1(     )を背理法によって証明する． 

 

      の基本ベクトル    が    の   個の線形独立なベクトル             の線形結合

で表せないとしよう．すなわち                        ．すると補題１より第一成分を除

いたベクトル                  は線形独立となるが，これは   の場合の定理１に矛盾

する（  における線形独立なベクトルの個数が   になってしまう）．従って    は

             の線形結合で表せる．同様に                も             の線形結合で
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表せる．すなわち命題１が     に対して成り立つことが示された．  

（    の基本ベクトルは     の場合の命題１を満たす．     に基本ベク

トル以外の   個の線形独立なベクトルがあるとしても，これらのベクトルは

     の場合の命題１を満たすということを言いたいのである．） 

 

以上で定理 1(および命題 1)が任意の自然数 に対して成り立つことが示された． 

 

定理１より同次連立方程式に関する非常に重要な性質が導かれる．定理１をわ

ざわざ用意したのは実はこのためだったのである． 

  

系 1－1 

 を 行 列の行列とし， を 成分の縦ベクトルとする．同次連立方程式    は

   の場合(方程式の数が未知数の数より少ないとき），非自明な解(    を持

つ． 

 

   の列ベクトルを              とする．各列ベクトルは  の要素だから線形独立な列

ベクトルの個数は高々 個である(定理１)．   ならば列ベクトルの個数は線形独立なベ

クトルの最大個数を超えるので              は線形従属である．一方，             
 

とすれば，    は   
         

     と表せる(Lesson 1)．すなわち の列ベクトルの

全体が線形従属であることは，    が非自明な解(   )を持つことに他ならない．  

 

この系より  より少ない個数の線形独立なベクトルは  を張れないことが判る． 
 

系 1－2 

  を張る線形独立なベクトルの個数は に限られる． 

 

   個の基本ベクトル               は線形独立だから 

    
      

 

   

 

ならば係数            は全てゼロでなければならない．もし 
 の 個の線形独立なベク

トル               が  を張るならば，    は          
    

   と表される．従って， 

    
   

 

   

    

 

   

     
   

 

   

       

 

   

    
   

 

   

    

              は線形独立だから係数は全てゼロでなければならない． 
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これは未知数が 個，方程式の数が 個の連立方程式である．系 1－1よりこの連立方程式

は   ならば非自明な解を持つので，             が線形独立であることに矛盾する．

従って   でなければならない．一方，定理 1より  における線形独立なベクトルの最

大個数は であるから，  を張るのは定理１が保証する   の場合に限られる．  

 

問．線形独立でない 個のベクトルは  を張れるのか？ 

 

  における線形独立な 個のベクトルの一般的な作り方 

これまで「  に基本ベクトル以外の 個の線形独立なベクトルがあるとすれば」

という議論をしてきた．ここでは 個の線形独立なベクトルの組の一般的な構成

法を説明する． 

  

 およびは            を任意の定数(ただし   )とする．  には      と

なるベクトルが無数にある．   ならこれで終了．   ならこの無数の    の

候補から 1つ選ぶ．系 1－2より             だから            なる   の

ベクトルが少なくとも１つ存在する．       
              で， および  に

は任意性があるので，               なる    の候補は無数に存在する．この

中から    として 1つ選ぶと，Lesson 3 (ii)より         は線形独立である．

         の選び方には任意性があったので，線形独立な 2つのベクトルの組は無

数に作れる．   ならこれで終了．このような操作を繰り返せば 個の線形独

立なベクトル             の組を無数に作ることができる． 

 

これでようやくこの Lessonの目的である  の基底と次元を定義できるように

なった． 

 

定義：  の基底と次元 

  を張る 個の線形独立なベクトルを  の基底といい，これら 個のベクトル

を基底ベクトルと言う．  の次元を基底ベクトルの個数とする(それは系 1－2

より である)． 

 

当たり前を本物の当たり前にするのは，決して楽ではないのである．これでこ

の付録の前半のヤマ場は越えた． 
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Lesson 5 逆行列 

 

筆者もかってそうであったように，読者の中には逆行列と聞けば行列式を反射

的に思い浮かべてしまう人が多いと思う．しかし逆行列の有無は行列式という

高級な
．．．

計算に頼らなくても，列ベクトルや行ベクトルが線形独立か否かという

原始的な性質から言えてしまう． 

 

命題 2 (右逆行列)  を 次の正方行列（ 行 列の行列)とする． の列ベクトル

全体が線形独立ならば， を 次の単位行列として    を満たす行列 が一意

的に存在する．このとき を の右逆行列という． 

 

   の列ベクトルを           とすると定理１より              は           の線形結

合で表せる．すなわち 

         

 

   

                   

 

   を 行 列の成分とする 次の正方行列を と表すと，上の式は    なる 次正方行列行

列 の存在を意味する[式(１－２)参照]．すなわち は の右逆行列である．一意性は

           の線形独立性より従う．すなわち     なる と異なる 次正方行列  が存在す

れば，行列積の線形性より         ．仮定より    は零行列とは異なるが，これは

           が線形独立であることに矛盾する．  

 

命題 3 (左逆行列)  を正方行列とする． の行ベクトル全体が線形独立ならば，

    を満たす行列 が一意的に存在する．このとき を の左逆行列という．  

 

   条件を  のすべての列ベクトルが線形独立といい換えることができる．命題 2より  は

右逆行列 を持つ．すなわち     ．両辺の転置を取ると     ．つまり  が の左逆行

列 である．一意性は右逆行列の一意性より従う．  

 

命題 4 (列ベクトルが線形独立 行ベクトルが線形独立)   が正方行列で列ベ

クトル全体が線形独立ならば，行ベクトル全体も線形独立である． 

 

   の行ベクトルの線形結合は， の転置行列  と 成分の縦ベクトル との積   の転置に

よって表させる．     とすると，命題２より は右逆行列 を持つのでその転置を両辺

に掛けると       ．            だから   ．これは  の全ての列ベクトル，す

なわち の全ての行ベクトルが線形独立であることを示している．  
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命題 5 (行ベクトルが線形独立 列ベクトルが線形独立)   が正方行列で行ベ

クトル全体が線形独立ならば，列ベクトル全体も線形独立である． 

 

   の全ての行ベクトルが線形独立なので，命題３より は左逆行列 を持つ． の列ベクト

ルの線形結合はベクトルとの積  によって表させる．    とすると， をその両辺に掛

けて       ．すなわち の全ての列ベクトルが線形独立．  

 

正方行列の場合には列ベクトル全体が線形独立であることと行ベクトル全体が

線形独立であることが同値であることを命題４および５は示している．従って

右逆行列と左逆行列は同時に存在する．そしてさらに次のことがいえる． 

 

命題 6 (逆行列)  左右の逆行列は等しい．すなわち   ． 

 

   

                        

 

これより左右の逆行列を区別する必要がなくなり，これらを単に逆行列と呼べ

るようになる．左右の逆行列の一意性から逆行列は一意的である．これでよう

やく(正方)行列の正則性が定義できる．  

 

定義：正則 

正方行列が逆行列を持つとき，その行列を正則な行列と呼ぶ． 

 

命題７ (正則性 列ベクトルが線形独立)  正方行列 が正則ならば，列ベクト

ル全体は線形独立である． 

 

   逆行列が存在するから        ． の列ベクトルの線形結合が  で はその係数ベ

クトルだから，列ベクトル全体は線形独立である．  

 

命題２～７より， 

 

行列は正則 列ベクトル全体が線形独立 行ベクトル全体が線形独立 

 

が示された． 
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Lesson６ 部分空間の基底と次元 

 

定義：部分空間の基底 

  の部分空間 における線形独立な 個のベクトル             が を張る

とき，すなわち                    ，これら 個のベクトルを の基底と

いい，各    を の基底ベクトルという． 

 

ものわかりが悪くなった読者なら上の定義を読んで，「どんな部分空間でも基底

があるのか？」，「基底ベクトルの個数 は に固有の値なのか？それとも基底に

依るのか？」といった疑問が自然と浮かぶだろう．このような素朴な疑問に対

する答が以下の定理 2および定理 3である． 

 

定理２ 

  の部分空間       には基底が存在する． 

 

  Lesson 4の  の基底と同様の構成法を示す．     なので      となる の要素があ

る．      なので    は線形独立である．            ならば    が の基底となる．そ

うでなければ               なる  の要素がある．Lesson 3の(i)より         は線形独立

である．もし                 なら         が の基底となる．そうでないなら

                    なる  の要素があり，同じ理屈で              は線形独立となる．この

様な操作を延々と続けることはできない．もし                     となる     が

存在しなければ，  における線形独立なベクトルの最大個数が を超えるので定理１に反

するからだ．そしてこの操作が終了したときの             が の基底となる．  

 

上の証明から分かるように，部分空間の場合でも基底ベクトルの選び方に任意

性があるので，部分空間の基底はいくらでもあることが分かる．しかし以下に

示すように基底を構成する線形独立なベクトル(基底ベクトル)の個数は，部分空

間に固有の値である． 

 

定理３ 

部分空間の基底ベクトルの個数は基底が異なっても等しい． 

 

   証明は定理 1の系 1－2の場合とほとんど同じである．部分空間 に二つの基底

               と               があるとする．             は基底だから    はそ

の線形結合          
    

   で表される．一方，              の線形結合がゼロとすると， 
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よって 

    
   

 

   

    

 

   

     
   

 

   

       

 

   

    
   

 

   

    

             は線形独立だから，    
 
                 ．この連立方程式は   な

らば非自明な解を持つので(系 1－1)，             が線形独立であることに矛盾する．従

って   でなければならない．上の議論で               と               の役割を

入れ替えれば，同様に   が結論されるから，結局   ．   

 

問．  自体も  の部分空間である．それなら  の次元が であることを示すのに定理３で

十分で，定理１は必要ないのでは？(定理３の証明のどこに定理 1が使われているか？) 

 

定義（部分空間の次元）  

部分空間の基底ベクトルの個数を部分空間の次元という．部分空間 の次元が 

なら      と表わす． 

 

なお，ゼロベクトルだけの集合     は，その要素に線形演算を施してもゼロ

ベクトルなので，部分空間である．しかしこれには基底がなく(   は線形独立で

ない！)，その次元をゼロと定める． 

 

系 3－1 

部分空間における線形独立なベクトルの最大の個数は，その部分空間の次元に

等しい．  

 

  定理３の証明の前半において，             を基底ベクトルとする代わりに単に線形独

立であることだけを仮定しても   が従う．  

 

系 3－2 

部分空間 の次元を とすると， における 個の線形独立なベクトル

             は の基底である． 

 

              が を張ることを示せばよい．                    なる    が有れ

ば， と             は線形独立(Lesson 3の(i))なので，系 3－1に矛盾する．   
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これで Lesson 3の宿題を片付ける準備が整った．Lesson 3の(ii)の説明では，

条件 A「 個のベクトル              に含まれる線形独立なものの最大個数の

ベクトル」をどうやって選ぶのかという疑問に対し，条件 B「 個のベクトル

              が，線形独立な 個のベクトル               とこれらの線形

結合で表される   個のベクトルに分けられる」を満たすベクトルを選ぶアル

ゴリズムが紹介された．条件 Bは               が条件 Aを満たすための必要

条件であるが，これが十分条件でもあることを示すのが宿題であった． 

 

Lesson 3の式(3－2)の証明を読み返すと，               が条件 Aを満たせば

その必要条件である条件 Bが満たされ，そして条件 Bを満たす               

に対して式(3－2)が成り立つという論理の流れが確認されるだろう．式(3－2)は

               が                    の基底であることを意味し，条件 B

を出発点として式(3－2)が導かれるので，条件Bを満たす               は の

基底である．従ってその個数 は部分空間 の次元である．すなわち      ．

もし              の中の線形独立なベクトルの最大個数が    を超えるな

らば，その最大個数に対する線形独立なベクトルが Lesson 3の(ii)より を張る

ことになる．つまり よりも大きい個数の線形独立なベクトルが の基底になり，

これは定理３に矛盾する．従って条件 Bにおける は条件 Aにおける最大個数

に一致する．つまり条件 Bを満たすベクトル               は条件 Aを満たす

ベクトルである． 

 

Lesson 3の(ii)を命題の形で示しておく． 

 

命題８ 

                  の次元は              に含まれる線形独立なものの最

大個数に等しく，その最大個数 個の線形独立なベクトル               は

                  の基底である． 
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Lesson 7 和空間，直和，補空間 

 

定義：和空間 

 および をそれぞれ  の部分空間とする． に属するベクトルと に属するベ

クトルの和を要素とする集合                 は  の部分空間であり，

これを と の和空間と呼び，   と表す． 

 

和空間が部分空間であることの確認は読者に任せる．和空間は桂離宮の書院の

中のような空間ではないという注意は読者には不要だが，和空間と和集合との

違いには注意を要する．部分空間 および をそれぞれベクトルの集合と見なせ

ば和集合   を考えることができるが，これは一般に部分空間ではない(部分空

間となる場合と部分空間にならない場合の実例を挙げることは読者に任せる)．

一方，和集合の場合とは対照的に，部分空間の共通集合   は常に部分空間で

ある．確認は読者に任せる． 

 

定義：直和，補空間 

  が二つの部分空間 と の和空間でかつ       を満たすとき，  は と 

の直和であるといい，       と表す．このとき， を の補空間， を の補

空間と呼ぶ． 

 

  が と の和空間ならば，  の任意の要素 は             と表さ

れるが，さらに直和である場合には   と   は から一意に決まる． 

 

              ，       ，       とすると           ．左辺は に属

し右辺は に属すが，直和であるから   の要素は   しかなく，             ．  

 

例 1     平面上のベクトルの集合と    平面上のベクトルの集合はそれぞれ 
 の部分空間

であり，  はこれらの空間の和空間であるが，直和ではない． 

 

例２     平面上のベクトルの集合と  軸上のベクトルの集合はそれぞれ 
 の部分空間で

あり，  はこれらの直和である． 

 

なお，上の和空間，直和，補空間の定義で  を  の部分空間 と置き換えるこ

とができる．その場合，補空間は における の補空間というように「 におけ

る」と断り書きをつけなければならない．この付録では  における補空間だけ

を扱うので，この断り書きはない． 
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補空間の定義だけで満足してはいけない．「補空間って本当にあるの？」と疑わ

なければ，頭の中に補空間を作れない． 

 

補空間の存在 

  のどんな部分空間 に対してもその補空間は必ず存在する．例えば     の

場合はその補空間 は  であり，     の場合はその補空間 は   である．以

下では        の場合にその補空間の存在を示す．そのために の基底ベ

クトルを使って  の基底を構成するが，それには次の補題が必要になる． 

 

補題２ 

ベクトルの集合         および         がそれぞれ線形独立とすると， 

                                                    は線形独立． 

 

  対偶を書くと 

                                                   は線形従属． 

これを証明しよう． 

 

                 が線形従属ならば                     なる係数ベクトルが存在

して   
 
         

 
       ．           および           とすると，(i)    か

つ   の場合は有り得ない．さらに         および         がそれぞれ線形独立なの

で，(ii)    かつ   ，(iii)    かつ   の場合も有り得ない．残された可能性は(iv) 

   かつ   の場合だけであり，このとき，   
 
          

 
     はゼロベクトルでは

有り得ず，これは                                 を意味する． 

 

                                   ならば，    なる に属するベクトルが存在

する．                かつ                 なので，   
 
         

 
       を満た

す   および   が存在する．すなわち                 は線形従属．  

 

      とする．     ならば    ．従って    なるベクトルが 
 内

に存在する． の基底ベクトルを       とすると，          は線形独立で

ある(Lesson 3 (i))．      なら       および   が 
 の基底ベクトルにな

り(定理１)，     なら                   なるベクトルが 
 内にあり，

             が線形独立となる．このような操作を繰り返すことで   個の

ベクトル           を選ぶことができ，                 が 
 におけ

る 個の線形独立なベクトルになる．従って定理１よりこれら 個のベクトルは

  の基底であり，  の任意の要素 は 
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と表される．これは  が               と                 の和空間

であることを示しており，さらに                 が線形独立であることか

ら，補題 2より       が従う．すなわち ＝               は の補空間

である． 

 

問．上の説明から           ではないのかと予想されるが，これはあくまで予想で

あって，上の説明はこれを証明するものではない．なぜか？ 

 

補空間の次元 

  の次元とその補空間 の次元の和は である．つまり 

 

                                                                                  

 

       ， の基底ベクトルを              ， の補空間を ，       ， の基底

ベクトルを              とする．       だから補題 2より和集合               

              は線形独立である．さらに 

                                         

                                      

だから，Lesson 4の系 1－2より     ．すなわち式(7－1)が成り立つ．  

 

補空間の任意性 

部分空間 の補空間の次元は の次元に応じて一意的に定まるが，補空間そのも

のは一意的に定まるのであろうか？     の場合にはその補空間は    し

かなく，     の場合には補空間は     しかない．しかし上記以外の一般の

場合ではそうではないことは，補空間の存在を示す上の議論で基底の選び方に

任意性があったことから分かるだろう(Lesson 4 参照)．例えば  におけるベク

トル      の張る空間を とすると，その補空間 はゼロベクトル以外で      と

平行でないベクトルの張る空間ならなんでもよい．それは      の張る空間でも

よいし，      の張る空間でもよく，これらの空間は異なっている． 
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Lesson 8 行列の階数 

 

行列の階数に関する定義は色々あるが，ここでは３つの定義を取り上げる． 

  

 を 行 列の行列とする．      が表す行列 の階数には以下の二つの定義があ

る． 

 

定義 A   の 個の列ベクトル           の中に含まれる線形独立なベクトル

の最大個数． 

 

定義 B   の 個の行ベクトル             の中に含まれる線形独立なベクトル

の最大個数． 

 

上の二つの定義は矛盾しない．これは線形代数における最も美しい定理の 1つ

によって保証される． 

 

定理 4 

行列の列ベクトルの中に含まれる線形独立なベクトルの最大個数と行ベクトル

の中に含まれる線形独立なベクトルの最大個数は一致する． 

 

   行 列の行列 の列ベクトル           に含まれる線形独立なベクトルの最大個数を 

とし， 個の線形独立な列ベクトルを           とし，さらに           を列ベクトルとす

る 行 列の行列を とする． の各列ベクトルは           の線形結合で表される．すなわ

ち          
    

             と表せる．これは が と   を成分とする 行 列の行列 

との積    の形で表されることを示している(式(1－2)参照）．一方，行列積を式(1－3)

の見方をすると， の各行ベクトルは の行ベクトルの線形結合になっていることが分かる．

  の行ベクトルのうち線形独立なベクトルの最大個数を  とすると， の各行ベクトルはこ

れら  個の線形独立なベクトルの張る空間の要素である．従って の行ベクトルに含まれる

線形独立なベクトルの最大の個数を とすると， は  を超えない(系 3－1)．そして    だ

から   が言える．次に  を考えると， は  の列ベクトルに含まれる線形独立なベクト

ルの最大個数で， は  の行ベクトルに含まれる線形独立なベクトルの最大個数である． と

 の意味が入れ替わるから，同じ議論によって   ．従って   が結論される．  

 

この定理より直ちに 
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が従う．Lesson 5で説明したように，正方行列の場合には行ベクトル全体が線

形独立であることと列ベクトル全体が線形独立であることは同値であるが(命題

4および 5)，これは定理４に含まれてしまう．行列の階数は行数以下でかつ列

数以下，すなわち               ，であることにも注意しよう． 

 

教科書では次のような「試験によく出る定義」も見かける．以下ではそれを紹

介するが，その前に行列の行基本変形と列基本変形を説明しておこう． 

 

行基本変形 

行列の行基本変形とは，(i)行と行との入れ替え，(ii)ある行にゼロでない定数を

掛ける，(iii)ある行に他の行の定数倍を加えるといった3つの操作のことを言う． 

 行 列の行列 の行基本変形はある 次の正方行列を の左から掛けることで

行える(式(1－3)参照)．行基本変形には必ずそれを元に戻す逆の行基本変形があ

るので，この行基本変形を表す正方行列は正則である．その具体形はここでは

省略する．興味のある読者は手元の教科書等を参照していただきたい．行基本

変形を複数回施す場合も，正則行列の積は正則行列なので(実際       

      なる逆行列を持つ)，正則行列を の左から掛けることに変わりがない．

すなわち に行基本変形を複数回施すことは，適当な 次の正則行列 を の左側

から掛けることに他ならず，その結果は  と表せる． 

 

行基本変形における階数の定義 Aの意味での不変性 

 の 列の列ベクトルを     とすると，   の 列の列ベクトルは式(1－1)より     

と表せる． の列ベクトルに含まれる線形独立なベクトルの最大個数を とし，

             が線形独立とすると，  の列ベクトルに含まれる線形独立なベクト

ルの最大個数も で，               が線形独立になる3．すなわち行基本変形に

よって定義 Aの意味での階数は変わらない． 

 

行基本変形における階数の定義 Bの意味での不変性 

 の行ベクトル               に含まれる線形独立なベクトルの最大個数を 

とし4，               が線形独立で，残りの   個の行ベクトルが               の

線形結合によって表されているとしよう．命題 8より，               は

                                                   

3     
           

           
          

      が の正則性および行列積の線形

性より従い，これより                が線形独立であることが言える．          

              が線形独立とすると，同様に                       も線形独立に

なり，これは仮定に矛盾するから   ． 

4 定理４より   であるが，ここでは敢えてこれを使わない． 
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                        の基底ベクトルで， の次元は である．行基本変

形後の行列の行ベクトルの張る空間は のままであるので5，行基本変形後の行

ベクトルの中で線形独立なものの最大個数は の次元の である．従って行基本

変形によって定義 Bの意味での階数も変わらない．行基本変形を複数回行って

も定義 Bの意味での階数は変化せず，  の定義 Bの意味での階数は である． 

 

列基本変形 

列基本変形とは，(i)列と列との入れ替え，(ii)ある列にゼロでない定数を掛ける，

(iii)ある列に他の列の定数倍を加えるといった 3つの操作のことを言う． 

 行 列の行列 の列基本変形はある 次の正方行列を の右から掛けることで行

える(式(1－2)参照)．行基本変形の場合と同様に，この正方行列は正則である．

その具体形は手元の教科書等を参照していただきたい．列基本変形を複数回施

す場合も，ある正則行列を の右から掛けることに変わりがない．すなわち に

列基本変形を複数回施すことは，適当な 次の正則行列 を の右側から掛ける

ことと同じであり，その結果は  と表される．行基本変形の場合と同様に，列

基本変形を施しても行列の階数は定義 Aの意味でも定義 Bの意味でも変わらな

い．確認は読者に任せる． 

 

階段行列 

後で述べる複数回の行基本変形を施すと，次のような階段行列の形に を変形す

ることができる． 

 

   

 

 
 
 
 

   
   
   

   
   
   

   
   
   

   
   
   

   
   
   

   
   
   

          

 
 
 
 

  

 

行ベクトルの成分で最初のゼロでない成分を主成分と呼ぶことにすると，この

階段行列  の特徴は以下の通りである．  

 

(i)  の定義 Bの意味での階数を とすると       ， 行まではゼロベクトル

                                                   
5  の行ベクトルの線形結合は 成分の縦ベクトルを とすると  で表される．      (あ

るいは    )とすると，      が成り立つから， の行ベクトルが張る空間は  の行ベ

クトルが張る空間に等しい． 



26 

 

の行でなく，   行以降はすべてゼロベクトルの行である(   の場合はゼロ

ベクトルの行はない)． 

 

(ii) 主成分はすべて１である． 

 

(iii)  行の主成分が現れる列を    とすると，           ．すなわち主成分

が現れる列は行が下がるほど右へ移動する． 

 

(iv) 主成分が 列にあるとすると，その列ベクトルは  の基本ベクトル    であ

る． 

 

手順: 1行から 行までの各行に対して次の操作を行う(操作を行う行の順序は特に指 

定しない)．行ベクトルにおける主成分の有無を調べ，主成分が有ればその行全体を定数倍

して主成分を１にし，その主成分がある列の列ベクトルのそれ以外の全ての成分を行基本

変形を行ってゼロにする．最後に(i)および(iii)を満たすように行を入れ替える． 

 

主成分がある列が基本ベクトルで，主成分が 個あるということは，  の列ベク

トルの中に 個の線形独立なベクトルがあることを意味する．行基本変形の説明

で述べたように， の定義 Aの意味での階数を とすると  の列ベクトルの中に

は最大 個の線形独立なものがあるから，   である． 

 

標準形 

  に対して列基本変形を行って，行ベクトルの主成分以外の成分を全てゼロに

することができる．その結果，主成分のある列ベクトル以外の全ての列ベクト

ルがゼロベクトルになる．列基本変形によって線形独立な列ベクトルの最大個

数は変わらないので   が結論される(これは定理４の別の証明になっている)．

具体的には 

 

手順: 主成分を含む 1行から 行までの各行に対して，行ベクトルの主成分以外の成分が全

てゼロになるように列基本変形を行う．この操作を行う行の順序は特に指定しない．最後

に                となるように列の入れ替えを行う． 

 

上の列基本変形を階段行列  に施せば，次のような標準形を得る． 
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定義 C  を 行 列のゼロ行列でない行列とすると， 次の正則行列 および 

次の正則行列 が存在して 

 

     
   
  

   

 

という標準形に行列 を変形することができる．このときの単位行列  の次数 

を行列 の階数とする．ゼロ行列の場合は階数はゼロである． 
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Lesson 9像および核 

 

 を 行 列の行列とし， を 成分の縦ベクトルとする．行列 によるベクトル 

の写像  は 成分の縦ベクトルである．すなわち 行 列の行列 は     の

写像を与える．さらに行列積の線形性よりこの写像は線形である． 

 

定義：像空間 

行列 による  の全ての元(要素)に対する線形写像の像の集合を の像空間とい

い，    と表す．すなわち 

 

                

 

   は の列ベクトルの線形結合だから，    は の列ベクトルの張る空間で  

の部分空間になっている． の列ベクトルに含まれる線形独立なベクトルの最大

個数を ，すなわち         とし， の列ベクトルのうち       列が線形独立

とすると，これら 個の線形独立な列ベクトルは命題 8 より    の基底であり，

    の次元は に等しい．すなわち                である． 

 

定義：核 

    となる    の集合を行列 の核といい，これを     と表す．すなわち 

 

                     

 

     は  の部分空間である．確認は読者に任せる．核が零空間でない場合，

         ，を考えると，Lesson 6の定理 2によって     には基底がある．そ

の基底ベクトルを       と表すことにする．     は部分空間なので Lesson 7

で説明したように補空間が存在し，     の基底とその補空間の基底         

を合わせた 個の線形独立なベクトル       が 
 の基底になる．         の

場合には基底はないが，その補空間が  になり，補空間の基底として  の基底

が構成される． 

 

命題 9 

         は    を張る． 

 

    の基本ベクトルを              とすると，               は の各列ベクトルであ

るので                        である．       は 
 の基底だからこれらの線形結合
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で              は表せる．行列積の線形性より各     は         の線形結合で表され

るから，                                              その逆，すなわち

                                            は            が 
       

      の線形結合で表されることから従う．   

 

命題 10 

           は線形独立． 

 

                     とすると，行列積の線形性より                      

               は     とその補空間の両方に属するから                 ．

         は     の補空間の基底だから線形独立で           が結論される．  

 

命題 11 

           は    を張る． 

 

  命題 9より                     は    を張る．しかし             だから

           で，結局           が    を張ることが結論される．  

 

命題 10および 11より           は    の基底である．その基底ベクトルの

個数，すなわち         ，は   ，すなわち            に等しい．一方，

                であった．以上をまとめればよく知られた定理が得られる． 

 

定理５（次元定理） 

 行 列の行列 に対して 

                 

 

が成り立つ．ここに                 ． 

 

次元定理の導出の反省 

筆者は                      を使った上の次元定理の証明が気に入らな

い．確かに    も     も行列 に関する量だ．しかし    は  の部分空間で

     は  の部分空間なのだ．異なる線形空間に属する部分空間の次元同士を足

すという行為にストーリー性を感じられず，全然美しくないのだ．この話の続

きは Lesson 13でする． 

 

最後に階数を使った連立一次方程式の解の存在に関する教科書でお馴染みの定
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理を紹介する． 

 

定理６ 

 を 行 列の行列とする．非同次連立一次方程式 

 

      

 

が解を持つのは，行列 の全ての列ベクトルと縦ベクトル を並べてできる 行

   列の行列      の階数が行列 の階数と等しい場合に限られる． 

 

つまり連立一次方程式    が解を持つための必要十分条件は             ． 

 

    は の列ベクトルの線形結合なので，  の列ベクトルを              とすると，解

が存在するなら                   でなければならない．このとき と の階数は等しい．

逆に と の階数が等しければ， の列ベクトルに含まれる        個の線形独立なベクト

ルを               と表すと， は               の線形結合でなければならない．その

際の     の係数を の  行成分とし， の            行以外の成分をゼロしたものは，連

立方程式の解である．  

 

解の存在が言えると興味の対象は解の一意性に移るだろう．解が二つあるとし

てこれらを  ，  とすると，その差       は同次連立一次方程式    を

満たす．従って解が一意となるのは，同次連立一次方程式    の解が   に

限られる場合であり，それは先に見たように の列ベクトルの全体が線形独立で

ある場合，すなわち        の場合である．あるいは次元定理を使えば

        ，つまり       の場合になる．確かに       ならば    の解

は   に限られる．               であるから，   の場合(方程式の数

が未知数の数よりも小さい場合)には        とはなり得ないことに注意しよ

う．しかしこれはすでに Lesson 4 系 1－1で示してある．もし読者が連立方程

式の解の一意性を階数や核を使って理解しているならば，それはある基礎事実

から導かれた定理を使ってその基礎事実を証明して分かったつもりになってい

るだけのことである．しかし階数や核は連立一次方程式の解の構造を理解する

のには有用になる．連立一次方程式の解は              と表され，

        の場合には，     の次元に対応する自由度がある．     の基底を求

めておけば，連立一次方程式の解を 1つ見つけるだけで，連立一次方程式の解

全体を表せるようになるのである． 
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なお，定理 6は Lesson 3 で予告しておいた線形独立なベクトルの判定法に使う

ことができる．                 を線形独立なベクトルとすると，ベクトル

    が                  に属するか否かは上の行列 と の階数を比較す

ることで判定できる．具体的な計算は行基本変形および列基本変形である．も

ちろんこんな非効率な判定法は実際には誰も使わないだろう．それでも数学の

証明にはマシンパワーが無限大の計算機を使えるので，効率性は問われないの

である． 

 

定理 6には上のような応用
．．

も考えられるが，筆者は定理 6自体に有用性を感じ

たことは一度もない．定理 6は連立一次方程式    が解を持つための必要十

分条件が が の列ベクトルの張る空間に属すということ，つまり      であ

ると言っているのだが，  が の列ベクトルの線形結合なのだから，当たり前す

ぎて応用に使えないのである．応用に使える形に言い換えなければならない．

この話の続きは Lesson 13 でする． 
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Lesson 10 内積，直交，射影 

 

定義: 内積   

  における２つのベクトル と との内積は，その成分をそれぞれ         お

よび         とすると6 

                      

 

ベクトル の大きさ(あるいは  における距離)を表す   は，         で定義

される． 

 

内積には次の性質がある． 

 

(i)  任意の    に対して     ．           . 

 

(ii) 任意の     ，任意の        に対して 

 

                         

 

(iii)          

 

定義: 直交 

     が成り立つとき，ベクトル と は直交するという． 

 

射影 

高校数学の復習から始めよう．平面上の 3点 ， ， は同一直線上にないとす

る．点 から直線  上に垂線を下しその足を とする．      とすると，  

 

          
              

          
                                                              

 

が成り立つ．         は        の        への射影ベクトルと呼ばれる．一方， 

 

                                             

                                                   
6 この付録では内積をベクトルの成分だけに注目して定義する．縦ベクトル同士，縦ベクト

ルと横ベクトル，あるいは横ベクトル同士でも内積は計算できる．だから内積を    のよ

うには書かない． 
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だから射影ベクトル         は内積を用いて 

 

          
                  

           
                                                                 

 

と表される．         とその射影ベクトル         との差である                            が        と直

交することは，直線  が直線  の垂線であることから当たり前であるが，これ

は内積を計算しても確かめられる． 

 

                                                                            
                  

           
                             

 

内積を用いて二つのベクトルの直交性を定義したのと同様に，一般の       

の場合の射影ベクトルを式(10－2)によって定義する．  の二つのベクトル お

よび   において， の への射影ベクトルを      と表し，次式で定義する． 

 

       
    

    
                                                           

 

なお， と が平行，     ( は定数)，の場合には，                   で

ある．これは上の幾何学的な説明における           の場合に相当する． の への

射影ベクトルを次のように定義してもよい．射影ベクトルを  の形とし， に対

して    が と直交することを要請するのである．これより式(10－4)が従う．

この定義の仕方は，以下に示すベクトルの張る空間への射影ベクトルを考える

際に使われる． 

 

互いに直交する 個(     )のベクトル    
 (            )があると

き(具体的な作り方は Lesson 11で示す)，    の             への射影ベク

トルを       の線形結合   
 
     の形で定義する．その際，     

 
     が

       の全てと直交することを要請すると，線形結合の係数は          と

定まる．      
 
     が             と直交することは内積の線形性より従う． 
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Lesson 11 正規直交基底，Gram-Schmitの直交化 

 

  の部分空間 の基底                  から  の正規直交基底(互いに直交す

る単位ベクトルの基底)                  を生成する方法として Gram-Schmit

の直交化が良く知られている．Gram-Schmitの直交化は Lesson 10 で説明した

互いに直交するベクトルの張る空間への射影ベクトルを利用したものである．

記号や関数の定義は Lesson 10を参照されたい． 

 

まず互いに直交する  のベクトル            を次の漸化式で         

      から具体的に生成する． 

 

                                                                             

                         

 

   

                                          

 

上の漸化式から帰納法によって以下のことが示される．確認は読者に任せる． 

 

1)               ． 

2)           
            ． 

3)               ． 

4)                ． 

 

この  を正規化 

 

     
  
    

                                                              

 

して得られるベクトル              は の正規直交基底になる．この議論は 

が  の場合にも成り立つことに注意しよう． 

 

Gram-Schmitの直交化はベクトルの線形独立性の判定にも利用できる．線形独

立なベクトル                から Gram-Schmitの方法によって正規直交基

底              を生成しておく．ベクトル が                  に属する

か否かは         
            を計算すれば判る．もし   なら  

                  ，   なら                    ． 
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Lesson 12 直交補空間 

 

Lesson 7では  のどんな部分空間 に対してもその補空間 が存在することを

説明した． の補空間はいくらでもあるが， の直交補空間という特別な補空間

は一意的である． 

 

定義: 部分空間と部分空間との直交性 

  の部分空間 と が直交するとは，    および    に対して     が成

り立つことである．このとき   あるいは   と表す． 

 

定義: 直交補空間 

   を満たすを の補空間 を の直交補空間といい，  と表す． 

 

直交補空間の存在 

どんな部分空間 に対しても直交補空間は存在する． 

 

Lesson 7で示したように，部分空間 にはかならず補空間が存在する．部分空

間が     や    の場合にはその補空間 はそれぞれ    ，     と一意

的に定まる．    および     がそれぞれ     および    の直交補空

間であることの確認は読者に任せる．一般の場合を考えるために の基底ベクト

ルを       とし， の補空間の 1つ の基底を         とすると，補題 2

より                 は 
 の基底である．これら 個の基底ベクトルは

Lesson 11の Gram-Schmitの方法で直交化でき，これによって  の正規直交基

底となる単位ベクトル       が得られる．                           

なので，       は の基底になっている．また 

 

                                                 

 

だから               は の補空間に等しい．さらに               とそ

の補空間                 は直交する．実際，    および    は 

 

               

 

                   

 

と表され，内積の線形性および基底の直交性より     が従う．従って は の
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直交補空間である． 

 

直交補空間の一意性 

部分空間 が  および  という 2つの直交補空間を有するとしよう．     な

らば，     かつ     あるいは     かつ     となるベクトルが 
 に存

在するはずである．前者の場合について矛盾を示そう．適当な    と  との和

       を考えると， は 
 の要素なので の要素とその補空間である  の要

素の和としても一意的に表されるから，        なる    および     が

一意的に決まる．すると             が成り立つから，この両辺で

       との内積を計算すると，     および     だから       
   ．

従って     で，結局     が導かれる. これは     に矛盾する．後者の場

合も同様である． 

 

直交補空間の直交補空間 

ちょっと頭の体操をしよう． を の直交補空間とする．すなわち は の補空間

で   ．一方， は の補空間でもあり，さらに   だから， は の直交補空

間であるとも言える．つまり の直交補空間( )の直交補空間は 自身である．す

なわち       ．ある部分空間の直交補空間の直交補空間は元の部分空間とい

うのは，僕が愛する人が愛する人は僕というようなものだ．これは僕の愛する

人は君だけ，私の愛する人は貴方だけという相思相愛のカップルのような状況

でしか成り立たない．いずれかが浮気性なら有り得ない話なのだ． 

 

問．一般に の補空間 の補空間は になるか？ 

 

直交補空間の別の定義 

直交補空間の定義より  の部分空間 の直交補空間  の任意のベクトルは の

全てのベクトルと直交する．逆に の全てのベクトルと直交する  のベクトル

の集合 は の直交補空間  である．以下これを示そう． 

 

内積の線形性より は  の部分空間である．そして       である．なぜな

ら のベクトル で     を満たすのは内積の定義より   に限られるから

である．  と の和空間     を考えるとこれは  の部分空間である．

    なら  と の直和が  となり， は の補空間である．さらに の全て

の要素は と直交するから は の直交補空間  に等しい．    を背理法で示

そう．    とすると，直交補空間の存在を示した上の議論と同様に，  には

 と直交するベクトル     が存在することが言える． は を含むので は の
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全てのベクトルと直交する．すなわち     ． の要素で と直交するのはゼ

ロベクトルだけなので，これは   に矛盾する．従って    ． 

 

以上のことから  の別の定義として次式を得る． 

 

                            

 

例  を                と全て直交する  のベクトルの集合とする．すなわち 

                                          

 は  の部分空間である．内積の線形性より    は                      と直交す

る．すなわち    ．逆に     は             と直交するから，    ．従って    ． 

 

直交補空間と補集合との類似性 

集合 からその補集合  は一意的に定まる．集合の補集合に関しては次の等式が

成り立つ． 

 

1)       . 

2)                  . 

3)                  . 

 

部分空間 からその直交補空間  も一意的に定まることから，直交補空間と補集

合は類似性を有する．実際，部分空間の直交補空間に関しても上と類似の等式

が成り立つ． 

 

i)          . 

ii)              . 

iii)              . 

 

  i)はすでに示した．ii)および iii)では部分空間 と の共通集合   は部分空間であるこ

とに注意しよう．         とすると    と    に対して         から

         が従うので       が言える．すなわち                  

逆に       とすると，    と    に対して         が成り立つので

         ．よって                ．よって ii)が示された．iii)は ii)で ， ，

  ,   をそれぞれ  ，  ， ， と書きなおし，i)を用いれば示せる． 
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Lesson 13 補講 

 

この付録の目標とする範囲は Lesson 12までで一応カバーした．しかし再考に

値する項目もあり，ここではこれらを補講の対象とする． 

  

行列の核再考 

 を 行 列の行列とし， を 成分の縦ベクトルとする．行列 の核とは     

を満たす  の部分空間であった．式（1－4）で             
 とすれば，

    を満たす任意のベクトル ，すなわち        は， の全ての行ベクト

ルと直交することを意味する．行ベクトルのすべてと直交することは，内積の

線形性より行ベクトルの張る空間 と直交することと同じだから， はその直交

補空間  に属する．すなわち            ．逆に    ならば     ．

すなわち            ．よって        ．つまり     は行ベクトルの

張る空間 の直交補空間  である．標語的に書けば 

 

       の行ベクトルの張る空間の直交補空間      

 

次元定理再考 

Lesson 9の定理 5(次元定理)の導出は筆者自身が気に食わないと述べた．これは

 行 列の行列 において 

 

       の列ベクトルの張る空間      

 

なので，  の部分空間である    の次元と  の部分空間である     の次元を

足して であること， 

 

                                                                     

 

のストーリーが美しくないというクレームであった．縦ベクトルの張る空間

    で分からなければ横から見てみろというわけで，ここでは の行ベクトルに

注目すると，行ベクトルの張る空間 とその直交補空間        は共に  の部

分空間であり，補空間の性質より        かつ             が成り立つ．

一方，行ベクトルのうちで線形独立なものの最大個数も階数      だから，

           ．そして                        ．これが次元定理

               の素直な導出である．その上で Lesson 8の定理 4が保証す

る行列の階数の二つの定義の同等性(行列の階数＝線形独立な列ベクトルの最大
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個空＝線形独立な行ベクトルの最大個数)，すなわち                     

を使えば，式(13－1)が導かれるのである．この自然なストーリーなら素直に頷

けるはずだ．結局，初めに    を使うから次元定理がイメージしにくくなって

しまったのだ． 

  

連立一次方程式再考 

Lesson 9の定理 6だけで済ませる線形代数の教科書もあるが，これでは応用の

際の使い勝手が悪い．  

 

 の列ベクトルの張る空間    は，  の行ベクトルの張る空間     と言いかえ

られる．すなわち          ．      は     の直交補空間で，      

         だから，              ．つまり連立方程式が解を持つ必要十分条

件      は，           ，すなわち  が     の解空間と直交することと

言いかえられる．標語的に書けば 

 

    が解を持つ           

 

このことを書いてある線形代数の入門的な教科書(一回生のときに購入する教科

書)は筆者の知る限りほとんどないが，数理物理の代表的な教科書である

Courant－Hilbertでは線形代数の基本中の基本，つまり常識として扱われてい

る．学ぶ側はそのギャップに驚かされる．何とかしてほしいものだ． 

 

以上で全ての Lessonを終えることにする． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



40 

 

おわりの言葉 

 

この付録では行列式も固有値も固有ベクトルすらも扱われていない．しかしだ

からと言って決して線形代数で落ちこぼれた人のための教材ではない．例えば

部分空間の直交補空間の直交補空間が元の部分空間であるという事実は

Lagrangeの未定乗数法を理解する上で欠かせない基礎事項である．積分方程式

論における Fredholmの交代定理(Fredholm alternative)は，Courant-Hilbert

では定理 6の言い換えを出発点として導かれている．非圧縮流体の Poisson方

程式を用いない数値解法である格子 Boltzmann法の数学的基礎はまさに定理 6

の言い換えだ．このように人には聞けない基礎の基礎でも，これらに基づく有

用な理論は枚挙に暇がない．雀荘に通う人が点数計算を瞬時にできるのと同じ

で，線形代数の基礎の基礎を自家薬籠中の物にしておくことは，理系で飯を食

う人間にとっては第一歩なのである． 


